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  הגדרה- פאזה םתרשי. 13.
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 התנהגותה לגבין לקבל מושג טוב למדי תני, על ידי ציור מספר מסלולים במישור הפאזה

 : ראו לדוגמא התרשים הבא. של המערכתהאיכותית
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  בניית תרשימי פאזה.23.

 

- דולמערכת המסייעות לבנייה ידנית של תרשימי פאזה שיטות מספר עתהנתאר 

 . תמימדי
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  שיטת האיזוקלינות. ב

 

 .  שלאורכם שיפוע המסלול הינו קבוע) איזוקלינות (שרטוט קווי עזר:  העקרון

 כלומר, xf)( הינו  כזכור שיפוע הוקטור  xשיפוע המסלול בנקודה 

),(
),(:)(

211

212

1

2
xxf
xxf

dx
dxxm == 

  נתון על ידי המשוואהaן השיפוע הוא לפיכך אוסף הנקודות שבה

a
xxf
xxf

=
),(
),(

211

212 

ציור מספר קווים כאלה .  מימדי-במישור הדו) לא ישר(כ משוואה זו מגדירה קו "בד

 .  משמש כעזר לשרטוט המסלולaעבור ערכים שונים של  

 

 ,וניעבור  האוסצילטור ההרמ:  דוגמא

 12
2

1

1

2 axxa
x
x

dx
dx

−=⇒=−= 

 

 במקרה זה האיזוקלינות הן 

 ,קווים ישרים דרך הראשית

 עליהן נתווה את השיפוע

 המתאים כעזר לשרטוט 

  .המסלולים

 

 

 

 

 

 

 

2x

1x

1=a
1−=a

5.0−=a

0=a



ניתוח במישור הפאזה :3פרק  לינארית-בקרה לא

 

7 - 3 

Van der Pol.   0)1(2.0משוואת :  דוגמא נוספת 2 =+−+ yyyy ��� 

yxyxמשוואות המצב עבור   �== 21  : הינן,

⎩
⎨
⎧

−−−=

=

12
2
12

21

)1(2.0 xxxx
xx

�
�

 

  נתונה על ידיaהאיזוקלינה בשיפוע 
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 .הבא באיור םמוראי המתקבלים האיזוקלינות והמסלולים

 

 

.  "מחזור גבול"או , זהו מסלול מחזורי. ניתן להבחין כי קיים מסלול סגור במרחב המצב

זהו מחזור גבול ,  כלומר– האחרים שואפים למחזור הגבול ניתן גם לראות כי המסלולים

 .תנודה מחזורית יציבה) לאחר דעיכת תופעת המעבר(ובמערכת תתקיים , יציב

 

המסלולים הזמניים המתקבלים עבור 

 .תנאי התחלה שונים מוראים בציור הבא

(Slotine & Li)

(Slotine & Li)
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 מערכות לינאריות לש תרשימי פאזה . 33.
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   .הינה נקודת שיווי משקל של המערכת x=0  מובן כי הראשית

 : כזכורינוהפתרון הכללי ה
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)( הוא מהצורה  tx)(הפתרון   21 tt beae λλ +   . 
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,0בהנחה כי  ( 21 ≠λλ  ( ומוסברות להלן,  הבאבאיורמודגמות. 

 

 

 :סיווג גיאומטרי של נקודות שיווי משקל

 באופן גיאומטריניתן לסווג נקודה זו , בהתאם לאופי תרשים הפאזה בסביבת הראשית

 .לאחת מהאפשרויות הבאות

 :מיים ממשייםעבור ערכים עצ

,0 כל המסלולים מתכנסים לנקודת הצומת צומת מושך. א 21 <λλ 
,0 כל המסלולים מתרחקים מנקודת הצומת    צומת דוחה. ב 21 >λλ 
ע מנוגדי סימן"עחלק מהמסלולים מתכנסים וחלק מתרחקים נקודת אוכף. ג
 

 :עבור  ערכים עצמיים מרוכבים

)Re(),Re(0 התכנסות מעגלית למוקד  מושךמוקד. ד 21 <λλ 
)Re(),Re(0 התבדרות מעגלית מהמוקד     דוחהמוקד. ה 21 >λλ 
 סימן- מנוגדחלק ממשי המוקד מוקף מסלולים מעגליים מרכזנקודת . ו
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 :נציין כי

, בו" נוגע"נו המסלול הגיאומטרי שואף לכיוון המוקד אך אי) מושך למשל(במוקד  
 .בניגוד למקרה של צומת

 מהווים נקודת שיווי משקל יציבה אסימפטוטית) בלבד(מוקד מושך וצומת מושך  
 . )כפי שנגדיר בהמשך(

מתקבל רצף של ) ע מתאפס"כלומר אחד מהע( סינגולרית Aבמקרה שהמטריצה  
 .לא נפרט לגבי מקרה זה, נקודות שיווי משקל

 

(Slotine & Li)
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 :תרשימי הפאזה וכיוונים עצמיים* 

 

ע ממשיים ניתן להבחין בשני כיוונים שלאורכם "בתרשימי הפאזה המתאימים לע

 .נשים לב לנוסחה הבאה, כדי להבין זאת. המסלולים ישרים
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 □.   והנוסחה הדרושה מתקבלת
 

לאורך כיוון ) מתבדר או דועך" (מתפתח "tieλמשמעות הנוסחה היא כי כל אקספוננט 

 :ivהמסלול כולו יישאר בכיוון , ivאם תנאי ההתחלה הם בכיוון , בפרט.     ivעצמי 

 tii
ievaxvax λ=⇒= )0()0( 

 .ivהקווים הישרים בתרשימי הפאזה הם הכיוונים העצמיים , לפיכך
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 מסדר שני התנהגות איכותית של מערכות . 43.

 

xfx)( לינארית- הבלתינחזור לדיון במערכת , "חלקה" פונקציה xf)(נניח פה כי . �=

איכותית ההתנהגות ה, בהנחה זו. ובעלת נגזרות חלקיות רציפות, גזירה, כלומר רציפה

דה רבה למקרה דומה במי) התנהגות מקומית(של המערכת קרוב לנקודות שיווי משקל 

 . הלינארי

 

 נקודות שיווי משקל וסיווגן. א

 

xfx)(של המערכת ) מ"נש( ראשית בי נקודת שיווי משקל נזכיר  היא נקודה כלשהי �=
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 ).t→∞כאשר (מספיק קרוב אליה מתכנס אליה 

 

. מ לפי הסוגים שראינו לעיל עבור מערכות לינאריות"ג נשניתן לסוו, בנוסף ליציבות

  .2 מסדר  )לינארית-לא(של מערכת הבא נתבונן בתרשים הפאזה 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : למערכת זו

 בנקודה" נקודת אוכף" )1(

) 3,0-.( 

בראשית " מוקד מושך " )2(

 ).מ יציבה"זו נש(

תוך  רק מסלולים המתחילים ב–מ בראשית הינה מקומית " היציבות של הנש )3(

 ). מ"של הנש" תחום המשיכה"אזור זה הינו . (האזור המקווקו יתכנסו לראשית

 

(Slotine & Li)
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תנהגות המקומית של המסלולים תוצאה כללית לגבי מערכות מסדר שני היא כי הה

 . מערכת לינאריתעבורמ תהיה לפי אחת משש האפשרויות שראינו "מסביב לנש

  . מ ניתן להיעזר בשיטה הבאה"לקביעת סוג הנש
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)Re(0נניח כי . Aשל המטריצה ) ע"ע( הערכים העצמיים 2λ -ו1λיהיו : משפט ≠iλ ,

21וכן כי  λλ שתוארו עבור מערכת ) 5(-)1( היא מאחד הסוגים x∗מ "אזי הנש.  ≠

 .ע"וסוגה נקבע לפי סימני הע,  לינארית

 

 

 

 :הינה)  B(משוואת התנועה של מטוטלת פשוטה עם חיכוך ויסקוזי    :דוגמא
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/1עבור (מחשב -דיאגרמת פאזה מיוצרת =Ag,5.0/ =mB (הבאמוראית באיור . 
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ππ…   :מ הן"הנש 2,,00sin;0 112 ±±=⇒== ∗∗∗ xxx.  

01ניתן לראות כי עבור  =∗xואילו עבור ,  מתקבל מוקד מושךπ=∗
1x מתקבלת נקודת 

 .אוכף

 :נוודא זאת בעזרת לינאריזציה

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
∂
∂

5.0cos
10

1xx
f

 

 ולכן

⎥⇒=−±⇒מוקד יציב
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= 97.0

5.01
10

0
0

4
1

2,1 jAxa λ 

⇒נקודת אוכף
=
−=

⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

78.0
28.1

5.01
10

0
0

2

1

λ
λ

Axb 
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 מחזורי גבול. ב

 

 .tx)(מסלול סגור במישור הפאזה מבטא תנועה מחזורית של המצב 

 

 : הינו מסלול במישור הפאזה שהואמחזור גבול

 . סגור )1(

 כלומר קיימים מסלולים אחרים המתכנסים אליו או – איננו מבודד  )2(

 .מתבדרים ממנו

 

+=0(המסלולים של האוסצילטור ההרמוני   yy��  (מחזורי גבול כיוון שהם כן אינם 

 .מבודדים

 

דוגמא למחזור גבול .  הבאכמודגם באיור , ת יציבותםניתן לאפיין מחזורי גבול לפי מיד

 .van der Polיציב ראינו במתנד 

  (Slotine & Li)
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  תכונות גלובליות 53.

 

באשר הן מתייחסות להתנהגות המערכת , התכונות שתיארנו עד כה הן תכונות מקומיות

 .  מ או מחזור גבול מסויים"ביחס לנש

 

או למאפיינים של כל , רי גבול שוניםמ או מחזו"יחסים בין נשתכונות המתייחסות ל

 חקר תכונות אלה מנקודת ראות גיאומטרית .  הן תכונות גלובליות, מסלולי המערכת

מהווה גם כיום תחום מחקר מרכזי ו, 19- בסוף המאה ה Poincaréהחל בעבודתו של 

 .בתורת המערכות הדינאמיות

 

מתייחסות אך ורק למקרה תוצאות אלו .   בתחוםהיסודיותתוצאות מה םנביא פה שתי

xfx)(מהצורה (של מערכות מצב מסדר שני    ).   פונקציה חלקהfכאשר , �=

 

 .éPoincar משפט האינדקס של :1משפט 

=+1לכל מחזור גבול מתקיים   אזי . מ הן מבודדות"נניח לשם פשטות כי הנש SN ,

 :כאשר

 N  -אשר מוקפות על ידי מסלול מחזור הגבול) פרט לנקודות אוכף(מ "נש   מספר. 

 S  -מספר נקודות האוכף המוקפות על ידי מחזור הגבול  . 

 

  !מ אחת"כי מחזור גבול חייב להקיף לפחות נשממשפט זה בפרט נובע 

 

 .Bendixon-éPoincar: 2משפט 

 .רימ או למסלול מחזו"כל מסלול חסום מתכנס לנש 

 

 !מסדר שני) רציפות(משפט זה שולל את האפשרות להתנהגות כאוטית במערכות 
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 :ביפורקציות במערכות מסדר שני* 

 

מופיעים ) מ"בהקשר לשינוי בנש(סוגי הביפורקציות שהופיעו במערכות מסדר ראשון 

 .כמובן גם במערכות מסדר שני

 .זורי גבולבנוסף לכך קיימות פה גם ביפורקציות הקשורות להופעת מח

 

דוגמא קנונית לכך היא . מ למחזור גבול" מציינת הפיכת נשHopfביפורקציית  : לדוגמא

 :המערכת

1
2
2

2
122

2
2
2

2
111

)(

)(

xxxxx

xxxxx

+−−=

−−−=

µ

µ

�

�
 

ם ודגמימ) µ>0 - וµ<0עבור (דיאגרמת הביפורקציה המתאימה ותרשימי פאזה 

 .בתרשימים הבאים
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 כאוס ומאפייניו:  ומעלה3מערכות מסדר *  3.6

 

במצב במתמיד ) חסומים(ההתנהגות של מסלולים , מסדר שני) רציפות(במערכות 

קיימת , במערכות מסדר שלישי ומעלה .מ או למסלול מחזורי"מוגבלת להתכנסות לנש

 .תכאוטיתגובה : אפשרות נוספת להתנהגות במצב המתמיד

 

 :שוואהנתבונן במ. רכות פשוטות יחסיתתגובה כאוטית עשויה להופיע במע

tyyy sin61.0 5 =++ ��� 

,  הבאמוראית בציור ty)(התגובה !). 3תלויה בזמן הוא מסדר -התיאור כמערכת בלתי(

 :עבור שני תנאי התחלה קרובים

 

 

 :אשר מאופיינת על ידי, זוהי תגובה כאוטית

ספקטרום , יתר על כן). אף לא בקירוב(מחזורי  האות המתקבל אינו –חוסר סדירות  .1

 ).כולל רצף של תדרים(ההספק הינו רציף 

מסלולים בעלי תנאי התחלה : ")אפקט הפרפר (" לתנאי התחלהגבוההרגישות  .2

 .בקצב אקספוננציאלי בזמן,  במהירות" נפרדים"קרובים 

 

(Slotine & Li)
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(B. Friedlander, Advanced 

Control System Design, 1996) 

מ "נשל ומהבד(של המערכת " מסלולים גבוליים"הם סוג של גם מסלולים כאוטיים 

מסלול כאוטי שכל  . משיכה ודחייהמושגים של וניתן לאפיינם ב, )ומחזורי גבול

אלה .  (chaotic attractor) "מושך כאוטי"המסלולים בסביבתו מתכנסים אליו נקרא 

 .המסלולים הכאוטיים שיופיעו בפועל במערכת פיסיקלית

 

מערכת . Lorenz Attractor -דוגמא בעלת חשיבות היסטורית למושך כאוטי הינו ה

 :המצב ומסלולי מושך לורנץ במרחב הפזה מוראים להלן
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כגון תנודה של מטוטלת בשדה , תופעות כאוטיות מופיעות במגוון תהליכים פיסיקליים

האופי הכאוטי של . ותופעות אטמוספריות, תופעות ערבול במכניקת נוזלים, מגנטי

טווח של מזג -את חוסר האפשרות לחיזוי ארוך, בין השאר, ערכות אקלימיות מסבירמ

 . האוויר

 

הדוגמא הידועה .  1החל מסדר , תופעות כאוטיות מופיעות גם במערכות בזמן בדיד

שהוא גרסה בדידה של מודל להתפתחות  , (logistic map)ביותר הינו המיפוי הלוגיסטי 

 :אוכלוסיה

)1(1 kkk xxx −=+ µ 

 .4- ליםקרוב µערכי המערכת כאוטית עבור 

 

 

 

  


