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  מ"של נשמקומית  יציבות.  14.

))  נטולת כניסה( מימדית -nאנו חוזרים פה לדיון במערכת  ) nxxfx ℜ∈= ,. 

)של המערכת ) equilibrium point, מ"נש (נקודת שיווי משקל )xfx  נקודה היא =

nx ℜ∈∗  0 מתהמקייבמישור המצב)( =∗xf . 

)ברור כי .  של המערכת" נקודה סטציונרית"מ נקראת גם "נש ) ∗= xtx    גורר0

( ) 00 =tx , עקב יחידות הפתרון(ומכאן (( ) ∗= xtx 0 לכלtt ≥. 

 .מ"של נש) 0כולל (כת לא לינארית עשוי להיות מספר כלשהו מער

 

  אם) במובן ליאפונוב (יציבה   תקראx∗מ "נש:  יציבות במובן ליאפונוב

( ) ( ) 0,||0||:00 >∀<−⇒<−>∃>∀ ∗∗ tRxtxrxxrR 

 :הערות

2/1:     היא הנורמה האאוקלידית⋅הנורמה  •
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2 )(∑
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=⋅=
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i
ixxxx . 

 . nℜ      למעשה ניתן להשתמש גם בכל נורמה אחרת על  

)המסלול :  הגדרה זו היא הגדרת היציבות החלשה ביותר • )tx להישאר " נדרש

 . אך לא בהכרח להתכנס אליה, x∗מ "לנש" קרוב

 ).unstable  (יציבה-לתיבמ שאיננה יציבה לפי הגדרה זו תקרא "נש •

 

 : אםיציבה אסימפטוטית   היאx*מ "נש: יציבות אסימפטוטית

 ). במובן ליאפונוב(היא יציבה  .א

 :  כך שr<0קיים  .ב

( ) ( ) *lim*0 xtxrxx
t

=⇒<−
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 : מ בראשית לפי תרשימי הפאזה הבאים"  מהי יציבות הנש:דוגמא
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 השיטה הישירה של ליאפונוב  . 2.4

 

)נתבונן במערכת  )xfx  . x*מ "בעלת נש,=

 

*0נניח מעתה כי , ןלשם פשטות הסימו =x .   מ "ההכללה לנש*x כלשהי ברורה 

xxz*על ידי הזזת הקואורדינטות , כמו כן.  מאליה  ניתן לקבל מערכת שקולה =−

( ) ( )zfzzfz ˆ:* *0מ "שהיא בעלת נש, =+= =z . 

 

)נניח מעתה כי  )xfליפשיץ באופן מקומי-ואף רציפה,  רציפה : 

xyyxLyfxfLx  of dneigborhoo somein   allfor |||||)()(|: −<−∋∀ 

 

)תהי  )xVיח כי ננ.   פונקציה על מרחב המצב ( )xV גזירה ברציפות בתחום הרלוונטי. 

 

 :הגדרת נגזרת לאורך מסלול

)תהי  )xVנניח כי .   פונקציה על מרחב המצב ( )xVגזירה ברציפות בתחום הרלוונטי. 

 :נגדיר

( ) ( )( ) xtxtxV
dt
dxV == )( 

)כאשר  )txשל המערכת  מסלול כלשהו ( )xfx =. 

)זוהי הנגזרת לפי הזמן של הפונקציה  )( )txV , מחושבת בנקודה( ) nxtx ℜ∈=.  

 :על ידי נוסחת הגזירה להרכב פונקציות נקבל

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) 0, ≥⋅
∂
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=⋅
∂
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ttxftx
x
V

dt
tdxtx

x
VtxV

dt
d

 

 :מכאן
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) כי  נדגיש )xVשל המצב  היא פונקציה x ,הנגזרת "פונקציה זו נקראת .  ולא של הזמן

 ". לאורך מסלולי המערכתVשל  

 

 :דוגמא
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 .המשפט היסודי של תורת ליאפונוב הינו המשפט הבא

 

 ).יציבות מקומית(משפט 

*0תהי   =xמ של  "  נש( )xfx  . סביבה פתוחה כלשהי של הראשיתD  תהי .=

RDVנניח כי    .א :ומקיימת שם, D פונקציה גזירה ברציפות על  :→

)1  (( ) 00 =V    ,( ) 0>xV  0  עבור≠x"]                  .Vחיובית מוגדרת [" 

)2  (( ) 0≤xV  )  כאשרVהוגדרה לעיל  "]         .(Vמוגדרת- שלילית חצי[" 

 

  ).      במובן ליאפונוב (יציבהמ  "  הנה נשx∗=0אזי  

 .ב :מתקיים) 2(אם במקום 

 )2 (( ) 0<xV  0  עבור≠x             "]                      Vשלילית מוגדרת ["  

*0אזי   =x  יציבה אסימפטוטית.  

 

)0(0ניתן לראות כי אכן . חייבת להתאפס בראשית" מוגדרת"פונקציה   :הערה =V 

.מ בראשית"עקב קיום נש
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 והוכחה חלקית , [Khalil]- ב הוכחה מלאה של המשפט ניתן למצוא:הסבר

 .אנו נסתפק פה בהסבר אינטואיטיבי.  Slotine & Li]  [-ב

) של הפונקציה  )level sets("  קוי הגובה"נתבונן ב )xV: 

( ){ } occxVxLc ≥== for: 

 :נקבל את התמונה הבאה בקרבת הראשית,  קטןcעבור 

 

 

 

 

 

 

 

 הם c→0עבור  , כמו כן.   מספיק קטןcים עבור וי הגובה סגורונובע כי ק, מרציפות

 :מכאן נוכל להבין את טענות המשפט.  מתכנסים לראשית

)אם   .א ) 0≤xV ,  נובע כי( )( ) 0≤txVdt
d  .  לפיכך אם( )0x קו גובה" נמצא בתוך "

)אזי  , cLסגור   )txבמובן (מכאן נובעת הטענה לגבי יציבות .   לא יוכל לצאת ממנו

 ).ליאפונוב

)אם   .ב ) 0<xV  0 עבור≠x ,  נקבל כי( )( ) 0<txV
dt
d

)  כאשר   )( ) 0>txV , וניתן

)להראות כי   )( ) 0→txV  ,   ומכאן( ) 0→tx. 

 

 

אם כי אין , של המערכת" פונקצית אנרגיה"ניתן לראות בפונקצית ליאפונוב מעין 

 . בהכרח קשר לאנרגיה הפיסיקלית

 !הקושי העיקרי בשיטת ליאפונוב הוא במציאת פונקצית ליאפונוב מתאימה

321 ccc <<1)( cxV =

2)( cxV =

3)( cxV =
1x

2x

)(tx
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)     :  סקלריתנניח מערכת    :1דוגמא  ) Rxfx ∈=,  

) כאשר   ) 00 =f ,  וכן( ) 0<⋅ xfx  0  עבור≠x)   כלומר( )xf בעלת סימן הפוך לזה 

 :למשל).           xשל 

( ) ( ) ( ) ( )xxxxxsignxxxf cos1,sin,,, 32 −−−−−−= 

):  נבחר פונקצית ליאפונוב ריבועית ) 2

2
1 xxV )ברור כי  .  = ) 00 =Vו  -  ( ) 0>xV  

 :כמו כן, x≠0עבור 

( ) ( ) ( ) 0,0 ≠<⋅=⋅
∂
∂

= xxfxxf
x
VxV 

 .x∗=0מ   "מכאן נובעת יציבות אסימפטוטית של הנש

)  עבור :הערה ) 3xxf שיטת הלינאריזציה המקומית אינה מאפשרת להסיק , למשל, =

 .יציבות בדוגמא זו

 

 ):]Slotine & Li[  - מ3.8דוגמא   (2דוגמא 
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)     נבחר ) 2
2

2
121,. xxxxV += 

)ברור כי   ) 00 =V ,  כן( ) 0>xV  0  עבור≠x  .כמו כן 
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)לכן   )xV  22  עבור
2

2
1 <+ xx , 0 ומכאן כי=∗xיציבה אסימפטוטית. 

 ):Slotine & Li  - מ7.3דוגמא   (3דוגמא 

θθעבור  .  B>0עם חיכוך ויסקוזי  , נתבונן שוב במערכת המטוטלת == 12 , xx  
 קיבלנו

212

21

sin x
m
Bx

g
x

xx

−−=
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 ):המנורמלת(כפונקצית ליאפונוב נבחר משיקולים פיסיקליים את פונקצית האנרגיה 
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 ).?מדוע( יציבות אסימפטוטית לאאולם , מכאן נובעת יציבות במובן ליאפונוב

 

*0מ  "למעשה הנש =xאולם כדי להסיק ,  בדוגמא האחרונה אכן יציבה אסימפטוטית

 .זאת לפי המשפט שלמדנו נדרשת פונקצית ליאפונוב אחרת

 !ראה כיצד ניתן להסיק יציבות אסימפטוטית גם בעזרת הפונקציה דלעילבהמשך נ

 

 

מ יציבה "כל נשעבור  היא האם מתבקשתשאלה  :קיום פונקצית ליאפונוב

 !היא חיוביתלכך התשובה ?  ליאפונובניתן למצוא פונקצית ) אסימפטוטית(

נה מראה לנו כלומר אי, ההוכחה של עובדה זו אינה קונסטרוקטיבית, לרוע המזלאולם 

 .מ יציבה"כיצד ניתן למצוא פונקציה כזו לכל נש
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 תזכורת – זציה מקומית   לינארי4.3

 

דרך נוספת לקביעת יציבות מקומית של נקודת שיווי משקל הינה בעזרת לינאריזציה של 

 ".השיטה העקיפה של ליאפונוב"שיטה זו נקראת גם .   מ"המערכת מסביב לנש

 

xAx הלינארית במערכת ראשית נתבונן  האם היא (מ " היא נשx∗=0מובן כי   .=

 :מתקיים המשפט הבא,  כזכור).?יחידה

 

 )יציבות אסימפטוטית (:משפט

*0מ "הנש =x של המערכת הלינארית Axx     יציבה אסימפטוטית אם ורק אם =

( ) 0Re <iλ לכל i. 

 

)        המפורש היא ישירות מתוך הפתרוןההוכחה ) ( ) 0,0 ≥= txetx At 

 כאשר 

( ) ( ){ }∑
∞
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−− −=+=
1

11

!
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k

k
At AsIL

k
AtIe 

)  : ניתן להראות כיAורדן של 'על ידי שימוש בצורת ג )∑
=

=
r

i

t
i

At ietBe
1

λ, 

}כאשר  }rλλ )ואילו , A הערכים העצמיים השונים של 1,..., )tBi  שדרגתו לפי (פולינום

וכן כי איברי מטריצה זו  , Ate→0 קל לראות כי בתנאי המשפט ). ריבוי הערך העצמי

 .טענת היציבות נובעת מיידית. חסומים
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)ערכת  במ עתהנתבונן )xfx )(0כלומר , מ" נשx∗נניח כי , = =∗xf , וכן כיf בעלת 

 .  x∗נגזרות חלקיות רציפות בסביבת  

)(0עקב  =∗xf , פיתוח טיילור מסדר ראשון של( )xfמסביב ל- ∗xנותן  : 

( ) )()( ofpowershigher ∗∗ −+−⋅= xxxxAxf 
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 . x∗ בנקודה fהיא מטריצת היעקוביאן של 

nλλיהיו :    משפט  .Aע של המטריצה " הע1,...,

)  אם יציבה אסמפטוטית הינה x*מ "הנש )1( ) 0Re <iλ  לכלi. 

)יציבה אם - בלתיx*מ "הנש )2( ) 0Re >iλ עבור iכלשהו . 

 

 :הערות

המשפט בסעיף  ( ליאפונובה הישירה שלשיטהת את המשפט ניתן להוכיח בעזר .1

 . לא נכנס פה להוכחה.   או ישירות משיקולי רציפות הפתרונות, )הקודם

)במקרה הגבולי שבו  .2 ) 0Re =iλ עבור i לא ניתן ) בעוד כל השאר שליליים( כלשהו

 . לקבוע היציבות בעזרת לינאריזציה

 

 :יטהחסרונות הש

 . עשויים להיות מסובכיםiλ ומציאת Aחישוב  .1

 . אין ערובה לגבי גודל תחום ההתכנסות או תכונות גלובליות      . 2
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  יציבות גלובלית ויציבות אקספוננציאלית.  4.4

 

 התכנסות גלובלית. א

מר הסתפקו באפיון התנהגות המערכת כלו, ההגדרות עד כה היו בעלות אופי מקומי

מובן שקיים עניין בתכונות יציבות המתקיימות לכל תנאי .  מ"בסיסה קרובה של הנש

 . התחלה

) אם ההתכנסות יציבה אסימפטוטית גלובלית תקרא x∗מ "  נש:הגדרה ) ∗→ xtx 

)מובטחת לכל תנאי התחלה  ) nRx ∈0  . 

 :הערות

 .מ יציבה גלובלית היא יחידה"ברור כי נש .א

 . יציבות מקומית מתלכדת עם יציבות גלובלית, מערכת לינאריתב .ב

 

 ).יציבות גלובלית(משפט  

)נניח כי   )xV מוגדרת על nR ,בעלת נגזרות רציפות ומקיימת, כולו: 

1 .( ) ( ) 00 ,0 => VxV   0  לכל≠x.  

'2 .( ) 0<xV   0  לכל≠x    

3  .( ) ∞→xV  כאשר ∞→x.  

*0מ  "אזי הנש =x  גלובלית יציבה אסימפטוטית. 

 

 לצורך יציבות חיוניתו דרישה ז". חסימות רדיאלית-אי"נקראת ) 3(  דרישה :הערה

)של " קוי הגובה"והיא מבטיחה כי , גלובלית )xVזאת כדי למנוע את .   יהיו סגורים

 .המצב המודגם בציור

 

 

 

 

 

 

1x

)(tx
2x
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 :דוגמא

⎩
⎨
⎧

+−−=
+==

)(
)(
2
2

2
1212

2
2

2
1121

xxxxx
xxxxx

 

  ":ננסה"

( ) .2
2

2
1 xxxV += 

( ) ( ) ( ) 22
2

2
12211 )(222 xxxfxxfxxV +−=+=⇒   

*0ל  ומתקיימים תנאי המשפט ליציבות גלובלית ש =x! 
 

 

 יציבות אקספוננציאלית .ב

 

נוסיף .  מ" ההתכנסות לנשקצבבהגדרה של יציבות אסימפטוטית אין כל דרישה לגבי 

 . עתה דרישה לקצב התכנסות אקספוננציאלי

 כך 0A ,0>λ אם קיימים מספרים יציבה אקספוננציאלית היא x∗מ "  נש:הגדרה

)ועבור כל ) מספיק קטן( כלשהו r<0שעבור  )0x המקיים ( ) rxx <−  :נקבל, 0*

( ) ( ) 0,*0* 0 ≥−≤− − texxAxtx tλ 

∗x נציאלי על   אם החסם האקספוניציבה אקספוננציאלית גלובלית  היא( )tx מתקיים 

)לכל  ) nRx ∈0 . 

 :דוגמאות

xx :המערכת הלינארית המוכרת .1 −=  
) :נותנת  ) ( ) textx −= 0

) :כלומר  ) ( ) textx −= 0  

ניתן בקלות להראות , למעשה.  ית היא כמובן אקספוננציאלx∗=0 -ההתכנסות ל 

 . יציבות אסימפטוטית גוררת יציבות אקספוננציאלית, כי במערכת לינארית

 
) :המערכת .2 ) xxx 2sin1+−=
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 : הפתרון המתקבל 

 

 

.וגם פה קיימת יציבות אקספוננציאלית

( ) ( )

( ) ( ) t

t

extx

drrxxtx

−≤⇒

+−= ∫
0

)]))((sin1(exp[0
0

2

3. ( )xsignxx 2−= 

 . מ יציבה אסימפטוטית" נשx∗=0ניתן לוודא כי 

00עבור   >xמתקבל הפתרון : 

( ) 0,1

0
1 ≥

+
= t
t

tx
x

 ?מהי המסקנה לגבי יציבות אקספוננציאלית 

 

 ).יציבות אקספוננציאלית(משפט  

)תהי   )xV מוגדרת וגזירה ברציפות בסביבה Dנניח כי ו,  של הראשית

 :  כך שα  -  ו1Cקיימים קבועים חיוביים  

( ) ( ) ααα xcxVxcxVxc 321 , −≤≤≤ 

1. 

  .  יציבה אקספוננציאליתx∗=0אזי  .  ∋Dxלכל  

nxל מתקיים לכל  "באם הנ ℜ∈  ,  0אזי=∗x יציבה אקספוננציאלית 

 .גלובלית

2. 
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 הערכת תחום המשיכה.  4.5

 

, שלה" תחום המשיכה"קיימת חשיבות להערכת , מ אינה יציבה גלובלית"גם כאשר נש

מסתבר כי תנאי .  מ זו"דהיינו אוסף הנקודות במרחב המצב מהן קיימת התכנסות לנש

 מאפשרים להעריך את תחום "קוי הגובה"כתוספת דרישה לגבי , היציבות הרגילים

 .המשיכה

 

:   כך שΩ הינה הקבוצה המכסימלית  x∗ של תחום המשיכה.  מ" נשx∗  תהי  :הגדרה

( ) Ω∈0x  גורר ( ) ∗

∞→
= xtx

t
lim  .קבוצה של  -כל תתΩ של ם משיכהתחו תקרא ∗x. 

 

 ).מ יציבה"תחום משיכה של נש  (:משפט

 Dבסביבה ) מקומית(נניח כי מתקיימים תנאי משפט ליאפונוב ליציבות אסימפטוטית 
 .כלשהי של הראשית

 :כך שמתקיים) רצוי גדול ככל האפשר (c<0יהי  

( ){ } DcxVx n
c ⊂<=Ω ::: R 

*0 הינה תחום משיכה של  cΩאזי   =x. 

 – הוא בעל משמעות דומה לתנאי הנדרש ליציבות גלובלית cΩ  התנאי לגבי  :הסבר

)הוא מבטיח כי   )0x החוצה" לברוח"סגור ולכן לא יוכל " קו גובה" נמצא בתוך. 

 

 :מצאנו שם.  ' מסעיף ב2   נתבונן שוב בדוגמא:דוגמא

( )
( ) ( )( )22 2

2
2
1

2
2

2
1

2
2

2
1

−++=

+=

xxxxxV
xxxV

 

}תנאי המשפט מתקיימים עבור   }2: <==Ω xxDc ,  ולכן זהו תחום משיכה של

0* =x. 
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 עקרון האינווריאנטיותיציבות אסימפטוטית לפי . 4.6

 

בי לגחלש שוויון -לעיתים קל יחסית למצוא פונקציית ליאפונוב אשר מקיימת אי

)(0כלומר , הנגזרת ≤xV 0 אך לא בהכרח)( <xV  . לפי המשפטים שלמדנו עד כה לא

האם ניתן ). אלא רק יציבות במובן ליאפונוב(ניתן להסיק מכך יציבות אסימפטוטית 

 ?לשפר זאת

 

משפט "הנקראת , התוצאה שנביא כעת היא מקרה פרטי של תוצאה כללית ועמוקה

 .תוצאה זו תוזכר בהמשך". La-Salleוצה האינווריאנטית של הקב

 

 ).יציבות אסימפטוטית לפי עקרון האינווריאנטיות  (משפט

*0תהי  =xמ של " נש)(xfx  פונקציית ליאפונוב המקיימת בסביבה xV)(ותהי , =

 ):במובן ליאפונוב(ת ליציבות  של הראשית את הדרישות הרגילוDכלשהי 

)1  (( ) 00 =V    ,( ) 0>xV  0  עבור≠x. 

)2  (( ) 0≤xV. 

0}:)(0{נניח כי הקבוצה , בנוסף =∈= xVDxD אינה מכילה מסלול שלם של 

))(0(המערכת פרט למסלול הטריוויאלי  ≡tx   . 0   אזי* =x יציבה אסימפטוטית . 

)כל רכיב קשיר של קבוצה מהצורה  ,  יתר על כן ){ }cxVxc <=Ω ) כולו( אשר מוכל  ::

 .  הינה תחום משיכה של הראשיתD -ב

 

nDכי אם תנאי המשפט מתקיימים עם , בפרט, נובע:  הערה ℜ= וכן כי )(xV בלתי 

.גלובליתאזי הראשית יציבה אסימפטוטית , חסומה רדיאלית
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 עבור פונקציית האנרגיה. נחזור לדוגמת מטוטלת: דוגמא

( ) ( )
2

cos1
2
2

1
xxgxV +−= 

)קיבלנו כי  , שהיא חיובית בסביבת הראשית ) 02
2 ≤−= x

m
BxV  .  מכאן כי

}0:{ 20 =∈= xDxD  . 0נתבונן בנקודה≠xבנקודה כזו מתקיים.  בקבוצה זו: 

0sinsin 1212 ≠−=−−= x
g

x
m
Bx

g
x 

ולפי המשפט נובעת יציבות , 0Dמכאן כי מסלול המתחיל בנקודה זו אינו נשאר בקבוצה 

 .אסימפטוטית של הראשית

}:{נבחר , להערכת תחום המשיכה 1 π<= xxD)   מדוע לא ניתן להכליל את

π=1x?  .( ניתן לראות כי הקבוצהcΩמוכלת ב  - D 2/ עבורgc ולכן מהווה , =

 .תחום משיכה



ניתוח יציבות בשיטת ליאפונוב :4פרק  לינארית-בקרה לא

 

 

17 - 4 

 יציבות-משפטי אי.  4.7

 

מ אינה "כן שנשחוסר יכולת למצוא פונקצית ליאפונוב אינו מהווה כמובן הוכחה ל

 .יציבה

דרך אחרת הינה .  יציבות הינה באמצעות שיטת הלינאריזציה-דרך אחת לבסס אי

 .באמצעות תוצאות כדוגמת המשפט הבא

 

 ).יציבות-אי  (משפט

)נניח כי קיימת פונקציה   )xVהמקיימת ,   גזירה ברציפות בסביבה כלשהי של הראשית

 :שם

1 .( ) ( ) 00,0 => VxV  0  עבור≠x.  

2 .( ) 0>xV  0  עבור≠x.  

 . אינה יציבהx∗=0מ  "אזי הנש

 

 .יציבות בהנחות חלשות יותר-  למעשה ניתן להסיק אי:הרחבה 

רצוננו לראשית שעבורן  קרובות כxניתן לדרוש קיום נקודות , )1(במקום  •

( ) 0>xV. 

)נדרוש כי  ) 2(במקום  • ) 0>xV רק בנקודות שבהן ( ) 0>xV. 

 !המסקנה נשארת זהה 
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 פונקצית ליאפונוב למערכות לינאריות .   8.4

 

 :נתבונן במערכת הלינארית

Axx = 

)":  יציבה "Aנניח כי  ){ } 0Re <Aiλ ,מהי. כלומר הראשית יציבה אסימפטוטית 

 ?פונקצית ליאפונוב מתאימה למערכת זו

 .  במשתני המצבריבועיתשהיא מתאימה ליאפונוב בסעיף זה נראה כיצד למצוא פונקציה 

 

 תבניות ריבועיות ומטריצות חיוביות .א

) תהי  )ijpP  . ×nn מטריצה ממשית בגודל  היא=

)משתנים הבוקטור  תבנית ריבועית מגדירה Pהמטריצה  )Tnxxx  : כלהלן ,=1,...,

( ) ∑
=

==
n

ji
jiij

T xxpPxxxf
1,

 

):  למשל ) 2
221

2
1 53 xxxxxf ++=...  

 

) :יתסימטרכל תבנית ריבועית ניתן להגדיר באמצעות מטריצה  )TPP  אינה Pאם .  =

~)(ניתן להחליפה במטריצה הסימטרית , סימטרית
2
1 TPPP נותנת את אותה  אשר  =+

 .תבנית ריבועית

 

0,0 אם )  P<0ונסמן (תקרא חיובית מוגדרת  Pמטריצה :  הגדרה ≠∀> xPxxT. 

 

 : התנאים הבאים הינם שקולים, P סימטרית  עבור מטריצה .):אלגברה לינ (1משפט 

1. 0>P 

) :יובייםהינם חכל הערכים העצמיים  .2 ) niPi ,...,1,0 =>λ . 

 ).ע תמיד ממשיים"נזכיר כי למטריצה סימטרית הע(

)  : הינם חיובייםPים הראשיים של  כל המינור .3 ) nmP mm ,...,1,0det :1,:1 =>  
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⎟⎟,   עבור מטריצה אלכסונית:1דוגמא 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

0
0
p

p
P ,נקבל 

2
22

2
11 xpxpPxxT += 

,0   אם   P<0וברור מההגדרה כי  12 >pp. 

21 -מכיוון ש , ppמתקיימת טענת המשפט,  הם הערכים העצמיים . 

 : שעבורם המטריצה הבאה חיובית מוגדרתα מהם ערכי :2דוגמא 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

1
1
α

α
P.   

αλ: הערכים העצמיים הם 11 עבור P<0לכן ,   12,1=± <<− α . 

 

21הסימון , 2P - ו1P  עבור שתי מטריצות סימטריות :הערה PP  פירושו כי <

021 >− PP . 

 

Axxעבור  (מציאת פונקצית ליאפונוב .      ב =( 

 :ננסה פונקצית ליאפונוב ריבועית

( ) PxxxV T= 

 :נזכור כי להוכחת יציבות אסמפטוטית נדרשים שני התנאים

)1( ( ) 0>xV)  0)עבור≠x. 

)2( ( ) 0<xV)  0עבור≠x.( 

 

)לקבלת  ) 0>xV נדרוש כי P0:  טרית וחיובית מוגדרת סימ>P . 

 :Vנחשב את , לגבי התנאי השני

( ) ( ) ( )

( )xPAPAx

AxPxPxxf
x
VxV

TT

TTT

+=

=+=⋅
∂
∂

=
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QPAPAT     :נסמן −=+. 

)     אזי  ) xQxxV T−= 

 . Q<0נדרוש כי ) 2(וכדי לקיים את דרישה 

 . Q<0בטיח גם ת שP<0למצוא , אם כן, מטרתנו

 .  המתאימהPולמצוא את ,  מסוימתQ -מסתבר שלצורך זה נוח יותר להתחיל דווקא מ

 

 ). משוואת ליאפונוב (:משפט

)כלומר , ה יציבה מטריצAנניח כי  )( ) 0Re <Aiλ לכל i . 

 :ונתבונן במשוואה,  כלשהי Q<0תהי 

( ) QPAPAT −=+* 

 :אזי

 .  סימטרי יחידPלמשוואה זו פתרון  )1(

 ). P<0(פתרון זה הינו חיובי מוגדר  )2(

 .  יציבהA קיים אם ורק אם P<0פתרון  )3(

 

 באיברי לינאריתניתן לראות כי זוהי משוואה .  נקראת משוואת ליאפונוב(*) המשוואה 

 .Pהמטריצה 

 

Axx פונקצית ליאפונוב למערכת :לסיכום  : בחירה כך ניתנת ל=

 .  כלשהיQ<0נבחר מטריצה  )1(

QPAPAT: נפתור את משוואת ליאפונוב )2( −=+. 

 .  יציבהA) ורק אם( אם P<0נקבל פתרון 

).        נבחר )3( ) PxxxV T=. 

)פונקציה זו מקיימת  ) 0>xV ,  וכן( ) 0<−= QxxxV T 0 עבור≠x. 
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 ])Slotine) 3.18  [(:דוגמא

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
128
40

A 

IQנבחר   : המשוואה המתקבלת.  =

IPAPAT −=+ 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

10
01

128
40

124
80

23

31

23

31

pp
pp

pp
pp

 

:  משוואות לניאריות שפתרונן3מכאן נקבל 
16
1

316
1

216
5

1 ,, === ppp ,כלומר: 

   ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

11
15

16
1P 

 .  יציבהAובהתאם , P<0ניתן לוודא כי 
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 מציאת פונקציית ליאפונוב.      9.4

 

): נחזור עתה לבעיה של מציאת פנוקצית ליאפונוב למערכת הלא לינארית )xfx = . 

נתאר בקצרה מספר גישות .  במקרה זה לא קיימת שיטה כללית שהצלחתה מובטחת

   . אפשריות

   

 פונקציות ריבועיות.      א

 : נקודת התחלה אפשרית היא  התבנית הריבועית

( ) PxxxV T= 

 בפרט ניתן להתחיל מהמקרה האלכסוני.  P<0כאשר 

( ) ∑ >= 0,2
iii xxV αα 

) המקיים Pיש לבדוק קיום  ) ( ) 02 <= xPfxxV
T

. 

 .  מתאימה היא באמצעות לינאריזציהPדרך אחת למצוא 

    עבור 
0

|
=∂

∂
=

xx
fA 

QPAPAT כפתרון של P ונבחר Q<0נגדיר  −=+ . 

אולם היא כרוכה בחישוב רב ולא בהכרח ,  יציבהA כאשר  תמידגישה זו תצליח

 .מבטיחה תחום התכנסות מיטבי

 

 :שיטת קרקובסקי.      ב

 

 :הפונקציה המוצעת היא, בגרסה הבסיסית של שיטה זו

( ) ( ) ( )xfxfxV T= 
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)  נגדיר  ) ( ) ( )TxAxAxF +=  ,   ( ) ( )
x
xfxA

∂
∂

= 

)הטענה הבסיסית היא כי אם  ) 00 <F , אזי( )xV0 -ו,  פונקצית ליאפונוב* =x יציבה 

 . אסימפטוטית

)אם , יתר על כן ) 0<xFנו תחום משיכה של אזי כדור זה הי, סביב הראשית" כדור" ב

 . הראשית

  - כלשהי כך שP<0ניתן להכליל טענה זו גם למקרה שבו קיימת מטריצה 

( ) ( ) 0<+ xPAPxA T 

 . פרטים נוספים מצויים בספרי הלימוד. בסביבת הראשית

 

 

 שיקולים פיסיקליים הסתמכות על .   ג

 

 דוגמא –של הבעיה " הבנה פיסיקלית"תוך לעתים ניתן לגזור פונקצית ליאפונוב מ

 ). ראה דוגמת המטוטלת (בולטת היא פונקצית אנרגיה במערכות מכניות ואחרות

 

 . של זרוע רובוטית, נדגים עתה גישה זו עבור מערכת מורכבת יחסית
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   לזרוע רובוטית בשיטת ליאפונובניתוח יציבות של בקר . ד

  . 

היוצרים , )לינאריים או סיבוביים( מפרקים mל היא התקן מכני בערובוטית זרוע 

 ".שרשרת מכנית פתוחה"

 

 

 

 
 המתארת את הזוית או התזוזה iq" קואורדינטה מוכללת" צמודה iלכל מפרק 

 ). בהתאם לסוג המפרק(הליניארית  שלו 

בהתאם , מומנט או כוח (iu" כוח מוכלל"היוצר , מנוע מתאיםכל מפרק מונע על ידי 

, וקטור זה קובע".  ווקטור הקונפיגורציה" מכונה לעיתים qהוקטור ).  לסוג המפרק

 . את המיקום והאוריאנטציה של נקודת הקצה, בפרט

 

 המודל הדינמי 

 : ות הן בעלות הצורה הכלליתהמשוואות הדינמיות המתקבל

( ) ( ) ( ) ( ) uqgqqqCqqM =++ ,* 

 :כאשר
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♦ qווקטור הקונפיגורציה"או  ,  הוא וקטור הקואורדינטות המוכללות" 

                                                       ( )Tmqqq ,...,1=. 

 q   ו- qוקטורי המהירות והתאוצה, בהתאמה,  הם. 

♦ uהינו ווקטור הכוחות המוכללים   :( )Tnuuu ,...,1= . 

♦ ( )qMכמימד ,  הינה מטריצת האנרציהmm×  . כלליתMציה  תלויה בקונפיגורq . 

)        ידוע כי  ) 0>qM) לכל ) סימטרית וחיובית מוגדרתq. 

  מתאר את הכוחות הצנטריפוגליים וכוחות קוריוליס הפועליםqCהאיבר  ♦

)כי   משיקולים פיסיקליים ידוע .          עקב תנועת הגוף )qMCC T =+. 

♦ ( )qgהוא וקטור הגרוויטציה  . 

) דרגות חופש 6לרובוט אופייני קיימות  )6=m  . המטריצות במודל הדינמי עשויות

 . אולם הן ניתנות לחישוב סימבולי באמצעות מחשב, להיות מסובכות למדי

 

נראה כי בתוספת .  PDעות רובוטיות  הינו בקר פשוט מסוג   בקר נפוץ לזרו:PDבקרת 

 . בקר כזה מייצב את המערכת סביב נקודה רצויה, פיצוי על כוחות הגרוויטציה

 

 : הבקר המוצע הינו

( ) ( ) ( )qgqrKqrKu Dp +−+−= 

 :סכמטי של הבקרתאור .  סימטריותו מטריצות ריבועיות DK - וpKכאשר 

  

 

 

 

 

 

 

Dp sKK +  המערכת

 הדינמית
+ + 

∗= qtr )(

−
)(tq

)(qg
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 ניתוח יציבות 

)נראה כי עבור  ) ∗≡ qtr נקבל ( ) ∗→ qtq , כלומר המערכת מתייצבת על הנקודה

∗= qq ,0 -בתנאי ש>pK 0 וכן>DK . 

)עבור (משוואות הרובוט עם הבקר  ) ∗= qtrהינן)  קבוע : 

( ) ( ) gqKqqKugqCqM Dp +−+−==++ ∗ 

 : והעברת אגפיםgלאחר צמצום 

( ) ( ) 0=−++= ∗qqKqKCqM pD 

):       נבחר משתני מצב )qqx שהן , ניתן כמובן לכתוב בקלות את משוואות המצב.  =;

)קודה הנ.  m2מסדר  )0;∗∗ = qxנדרש להראות כי היא יציבה . מ" הינה נש

 .אסימפטוטית

 : נבחר כמועמדת לפונקצית ליאפונוב את פונקצית האנרגיה הבאה

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∗∗ −−+= qqKqqqqMqxV p
T

2
1

 

ביחס לקבוע " אנרגיית קפיץ"והשני מבטא , האיבר הראשון הוא האנרגיה הקינטית

 .  אנרגיה פוטנציאלית לא מופיעה כיוון שביטלנו את השפעתה על ידי הבקר.  pKהבקר 

 

) נקבל pK<0נשים לב כי עבור  ) 0>xV לכל ( )0;∗≠ qx .חישוב הנגזרת נותן: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )

( ) qKqqMCCqqKq

qqKqqMqqqKqKCq

qqKqqqMqqMqxV

D
T

D

p
TT

pD
T

p
TTT

−=−+−−=

−++−−+−=

−++=

∗∗

∗

2
1

2
1

2
1

 

 .Cכאשר השוויון האחרון נובע מתכונת המטריצה 
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) קיבלנו DK<0באם נבחר עתה  ) 0≤xV  .נעזר , כדי להראות יציבות אסימפטוטית

 . בהרחבת משפט ליאפונוב לפי עקרון האינווריאנטיות

)ברור כי  ) 00 =⇔= xVq  . נראה כי כל מסלול המתחיל בנקודה( )0;qx פרט  (=

=∗לנקודה  qq ( חורג מהקבוצה{ }0=q  . 0ואמנם קל לראות כי≠qל" לכל נקודה כנ ,

 .    0 אינו נשאר q כלומר  

)מכאן כי  )0;∗∗ = qxמ יציבה אסימפטוטית" היא נש . 

 

)  הבקר שהצענו הסתמך על ביטול מדויק של איבר הגרוויטציה :הערה )qg , בפועל

 נדרש להוסיף איבר 0ביטול כזה עשוי להיות קשה לביצוע ולקבלת שגיאת מצב מתמיד 

 . ניתוח היציבות למקרה זה מסובך יותר).  PIDבקר (אינטגרציה לבקר 
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 למצב-יציבות כניסה 4.10

.  בלבדיבות בהם התמקדנו עד כה מתיחסים ליציבות מערכת נטולת כניסהמושגי היצ

ואת הקשר ליציבות ,  מושגים של יציבות למערכות בעלות כניסהרהצנתאר עתה בק

 . ליאפונוב

)נתבונן במערכת                  ) mn uxuxfx ℜ∈ℜ∈= ,,,. 

)נניח כי  )uxf )וכי אות הכניסה ,  u -  וxשתנים במ) מקומית-ליפשיץ(  רציפה , )tu 
 .למקוטעין-חסום ורציף

)למערכת , u=0 כי עבור נתון )0,xfx ):    מ בראשית" קיימת נש= ) 00,0 =f. 

)המערכת : הגדרה )uxfx  : אםלמצב-בה במובן כניסהייצ הינה =,

)0(0ה "ת.  א xx )הפתרון  , u ולכל כניסה חסומה = )tx 0 קיים לכל>t 

||)(||||),||()sup||)((||                    .          ב
0

0 sutxtx
tst ≤≤

+≤ γβ 

γβ פונקציות        עבור  :המקיימותשליליות -אי ,

*         )(yγמסוג  " היא פונקציהΚ) " 0 - עולה ב≥y , 0(0עם( =γ( 

*         ),( tyβעולה ב  -y ויורדת ב-t ,  0עם),(lim =∞→ tyt β לכל y. 

   :משמעות ההגדרה

של ) יציבות ביחס לתנאי התחלה, כלומר(נקבל יציבות אסימפטוטית , u≡0 עבור

 .מ בראשית"הנש

00עבור  =x ,מסוג ות נקבל יציבBIBO : בכל (כניסה חסומה מובילה ליציאה חסומה

 ).קטע זמן

BuAxx:      נתבונן במערכת לינארית  :השוואה למערכת לינארית += 

כזכור זהו תנאי מספיק ). ע בעלי חלק ממשי שלילי ממש"ע(הורוביץ - יציבהAכאשר 

Axxת של הראשית במערכת והכרחי ליציבות אסימפטוטי . BIBOוגם ליציבות , =

גורר יציבות ) לפי תכונת הסופרפוזיציה של מערכת לינארית(צרוף של שתי תכונות אלה 

 .כל סוגי יציבות אלה שקולים במערכת לינארית, לפיכך.  למצב-במובן כניסה
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מצב במערכות -ציבות כניסהאסימפטוטית עם ינביא שתי תוצאות הקושרות את יציבות 

 :מצב-ליאפונוב ליציבות כניסה-המשפט הבא נותן תנאי דמוי. לא לינאריות

כך , בלתי חסומה רדיאלית, nℜ פונקציית ליאפונוב על xV)(  תהי :1משפט 

 :שמתקיים

                           ||)(||||||:),(),(),()( uxuxxWuxfxV ρ≥∀−≤⋅∇ 

 . פונקציה חיובית מוגדרתxW)(ואילו , Κ פונקציה מסוג yρ)(כאשר  

 .אזי המערכת יציבה במובן כניסה למצב

 נדרש xV)(כאשר , ניתן לראות כי התנאי דומה לתנאי ליאפונוב ליציבות אסימפטוטית

 .uהמשתנה הכניסה " באופן אחיד"שלילי להיות 

 

" מספיק חזקה"מצב מתוך יציבות -התוצאה הבאה מראה כי ניתן להסיק יציבות כניסה

 .מדי" תלולה"  אינה fבתנאי שפונקציית המערכת , מ בראשית"של הנש

)נניח כי : 2משפט  )uxf  :,uxליפשיץ באופן גלובלי במשתנים -ציפה ר,

                            ( ) ||'||||'|||)','(,| 21 uuLxxLuxfuxf −+−≤− 

)וכי למערכת  )0,xfx  . נ יציבה אקספוננציאלית וגלובלית בראשית" נש=

)אזי המערכת   )uxfx  .למצב- יציבה במובן כניסה=,

 

המערכת הסקלרית , למשל: ליפשיץ הינו חיוני פה-ת כי תנאי רציפותקל לראו

xuxx +−=  .ליציאה- אינה יציבה במובן מצב3
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 רכות בזמן בדיד מע 4.11

ניתן לפתח תוצאות דומות גם .  התורה שהצגנו עד כה הינה למערכות בזמן רציף

 . פשוטים יותרכאשר הפרטים הטכניים פה לרוב , למערכות בזמן בדיד

 :נתבונן במערכת מצב בזמן בדיד

( ) 0,1 ≥=+ kxfx kk 

)" פונקצית ליאפונוב"גם פה נחפש  )xV ,מ "המקבלת מינימום בנש( )0=∗x , ויורדת

 . לאורך מסלולי המערכת

):    הדרישה הראשונה זהה לזמן רציף ) 0>xVור   עב( ) 0,00 ≠= xV . 

 : נשים לב כי, לקבלת הדרישה השניה

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )kkkkk xVxVxfVxVxV ∆=−=−+1 

)את הדרישה , לפיכך ) 0≤xV בזמן רציף נחליף בדרישה ( ) 0≤∆ xV . 

 . התוצאות שקיבלנו בזמן רציף נשארות בעינן עם החלפה זו

QPAPAT:  וב למערכות לינאריות בזמן רציףנעיר עוד כי משוואות ליאפונ −=+ 

QPPAAT:  מוחלפת בזמן בדיד עם המשוואה הבאה −=−. 

 


